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LISTA 9

1. Prove que a probabilidade de encontrarmos um atomo num nivel de energia particular é dada
por P(E) = (1/Z)e /* onde F = U — TS ¢ a energia livre de Helmholtz e a ”entropia” de um
nivel é k vezes o logaritmo do nimero de estados degenerados para aquele nivel.

2. Considere uma particula que sé pode estar em um de trés estados distintos, de energias -0,05
eV, 0, e 0,05 eV. A particula esta em equilibrio com um reservatorio térmico a temperatura de 300
K.

(a) Calcule a fungao de partigao para esta particula.

(b) Calcule a probabilidade desta particula estar em cada um dos trés estados possiveis.

(c) Como a escolha do nivel zero de energia é arbitraria, pderfamos estabelecer que as energias
destes trés estados fossem 0, 0,05 e 0,10 eV respectivamente. Repita os itens (a) e (b para esta
escolha. Identifique o que muda e o que nao muda com esta nova escolha.

3. Nuvens moleculares interplanetérias frias contém muitas vezes moléculas de cianogénio (CN),
cujos primeiros estados excitados rotacionais tém energia de 4,7 x 107* eV acima do estado fun-
damental. Na verdade, existem trés estados rotacionais excitados com esta mesma energia. Em
1941, estudos dos espectros de absorcao de luz estelar que passa através destas nuvens moleculares
mostraram que, para cada dez moléculas de CN no estado rotacional fundamental, aproximada-
mente trés outras estavam nos trés primeiros estados excitados - isto é, em média uma em cada um
dos trés estados de mesma energia acima mencionados. Para explicar este resultado, astronomos
sugeriram que estas moléculas podem estar em equilibrio térmico com algum ”reservatério” térmico
a uma temperatura bem determinada. Que valor deve ter esta temperatura?

4. A temperaturas muito altas, como no universo primordial, o proton e o neutron podem ser
considerados como dois estados diferentes de uma mesma particula, chamada de "nucleon”. (As
reacoes que convertem um proton num neutron ou vice-versa requerem a absor¢ao de um eletron,
ou um positron, ou um neutrino, mas todas estas particulas tendem a ser muito abundantes a
temperaturas muito altas.) Como a massa do neutron é maior que a do proton, a diferenca sendo
2,3 x 1073% kg, sua energia é maior por este valor multiplicado por ¢?. Suponha, entao, que em
algum instante no inicio da vida do universo, os nucleons estivessem em equilibrio térmico com o
resto do universo a uma temperatura de 10'! K. Neste momento, que fracao dos nucleons era de
protons, e que fracao era de neutrons?

5. Use os fatores de Boltzmann para deduzir a férmula exponencial para a densidade da atmos-
fera isotérmica, ja deduzida no problema 5 da lista 1. (Dica: Considere uma unica molécula da
atmosfera, chame de s; o estado da molécula ao nivel do mar, e de sy 0 estado da molécula a uma
altura z.)

6. A maneira mais comum de medir as flutuacoes de um conjunto de nimeros em relacao a seu
valor médio é através do seu desvio padrao, definido como se segue.

(a) Considere como modelo um sistema formado por cinco dtomos. Destes cinco, dois ocupam um
estado de energia zero, outros dois um estado de energia 4 eV, e o ultimo um estado de energia
7 eV. Para cada um destes atomos calcule o desvio de sua energia em relagao a energia média do
sistema. Isto é, calcule F; — E, para i variando de 1 a 5. Chame estes desvios de AFE;.



(b) Calcule a média dos quadrados dos cinco desvios, isto é, (AE;)%2. Em seguida, calcule a raiz
quadrada desta quantidade, que é a raiz do desvio médio quadratico, ou desvio padrao. Chame
este nimero de og. Convenca-se de que este nimero é uma medida significativa da distancia entre
os valores individuais de uma grandeza e a média destes valores.

(c) Prove que, para qualquer conjunto de nimeros,

O-%’ = E? - (E)27
isto é, que o quadrado do desvio padrao é a média dos quadrados menos o quadrado da média.

Esta férmula é normalmente a maneira mais facil de calcular o desvio padrao.
(d) Use esta férmula para o sistema descrito no item (a).

7. Prove que, para qualquer sistema em equilibrio com um reservatério a temperatura 17" o valor
médio de £? é

2
=102

Z 0p?
Em seguida, use este resultado e o resultado do problema 6 para deduzir uma férmula para o em
termos da capacidade térmica, C' = 0F/JT. Vocé deve encontrar

8. Use o resultado do problema 7 para obter uma férmula para o desvio padrao da energia de
um sistema de N osciladores harmonicos idénticos (como no sélido de Einstein), no limite de
altas temperaturas. Divida este valor pela energia média para obter uma medida adimensional da
flutuacio da energia. Calcule o valor obtido para sistemas com N = 1, 10* e 10?°. Discuta estes
resultados brevemente.

9. Considere um sistema de N osciladores harmoénicos idénticos (um sélido de Einstein, ou as
vibragoes internas de uma molécula de gis) a temperatura 7. As energias permitidas para cada
oscilador sao 0, hf, 2hf, e assim por diante.

(a) Calcule a funcdo de parti¢ao para um tnico oscilador harmonico. Simplique seu resultado o
mais possivel, lembrando da férmula da soma de uma pg.

(b) Encontre uma expressao para a energia média de um tnico oscilador a temperatura 7. Sim-
plifique o mais possivel seu resultado.

(c) Qual a energia total do sistema de N osciladores a temperatura 77

(d) Calcule a capacidade térmica deste sistema e verifique que ela tem o comportamento esperado
nos limites T'— 0 e T" — o0.

10. Na maioria dos materiais paramagnéticos, os momentos magnéticos individuais tém mais que
dois estados (orientacoes) independentes. O nimero de estados independentes depende do niimero
quantico de momento angular da particula, 7, que pode ser um multiplo de 1/2. Se j = 1/2 existem
apenas dois estados independentes. De forma mais geral, os valores permitidos da componente z
do momento magnético da particula sao

Hz = _j5H7 (_j + 1>5ua R (] - 1)5;“ j6u7



onde ¢, é uma constante, igual a diferenga no valor de p, entre um estado e o seguinte. (Quando
o momento angular da particula vem inteiramente do spin dos eletrons, 4, é igual ao dobro do
magneton de Bohr. Quando o momento angular orbital também contribui, ,, tem valor um pouco
diferente, mas comparavel em magnitude. Para um nicleo atoémico, §,, é cerca de mil vezes menor.)
Portanto, o nimero de estados independentes é 25 4+ 1. Na presenca de um campo magnético B
apontando na diregao z, a energia magnética da particula (desprezada a interacao entre os dipolos)
é —u,B.

(a) Prove que a fungao de parti¢cdo de uma tnica particula magnética é

P senh[b(j + 1)]

senh?
onde b = 30, B.
(b) Mostre que a magnetizagao total do sistema de N particulas é
1 1 1 b
M = No, |(j+ 5) coth[b(j + 5)] 5 COth§ ,

onde coth z é a cotangente hiperbdlica, igual a cosh = / senh x. Represente um gréafico de M /N,
como funcao de b para diferentes valores de j.

(c) Comente o comportamento da magnetizagao quando 7" — 0.

(d) Mostre que a magnetizagao é proporcional a 1 / T (lei de Curie) no limite 7" — oo. (Mostre
primeiro que coth z ~ é + 3 quando z <1.)

(e) Mostre que para j = 1/2, o resultado do item (b) se reduz a férmula deduzida em aula para o
paramagneto de dois estados.



